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Theorem 1 (Kneser’s theorem)
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3 Harmless sites
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4 The Voronoi diagram of harmless sites

î�Àjµq´�ÅM»_À·´�Åj¿-¿uÀM¸�½�ÉSº[É�¾qµ=ÓªÜ�¾)Ü�¸aÃ�Ã'¹�¾}¶·´@¿v¾�ÆjÄ
d(x, y)

¿lÀM¾�Ý�Å·È}Ã�¸ ¹�¾]º@¶ ¹�¸�½c¿vº@¶MÈX¾f´ Ë É�´�¸�¶1¿v½
x, y ∈ R

2
º=¶·¹

Ë ´@µ
A ⊂ R

2 Ó x ∈ R
2 Ü�¾�¹�¾}Û�¶M¾ d(x,A) :=

¸�¶ Ë
y∈A d(x, y)

Ù�Ì�Ã ½l´jÓ�Ã ¾}¿
ψA(x)

Æ�¾)¿lÀ·º[¿�ÉG´_¸�¶1¿�´ Ë
A
Ü�¸a¿uÀ

d
(

x,ψA(x)
)

= d(x,A)
Ù �ðÀ·¾}¶·¾}Âm¾}µ)¿uÀM¾}µv¾�¸ ½f¶M´9½uÅMÈvÀôÉG´_¸�¶1¿)´�µ�Ü�ÀM¾}¶y¿lÀM¾qµq¾�¸�½)¼
´�µv¾�¿uÀSº=¶�´�¶·¾�ÓG¿lÀM¾}¶

ψA

¸ ½+¶M´@¿f¹�¾qÛM¶M¾X¹IÙ �G¾}¿
ΨA

Æ�¾"¿uÀ·¾"µq¾}»m¸�´_¶KÜ�ÀM¾}µv¾
ψA

¸ ½�¹�¾}Û�¶M¾]¹�Ù"Ò+¶
ΨA

Ü�¾�¹M¾qÛ�¶·¾�º=¶y¾XÞ�Å�¸�Â�º=Ã ¾}¶·ÈX¾
µq¾}Ã�º[¿u¸ ´_¶

≡
ÓªÜ�ÀM¾}µv¾

x ≡ y
¸ Ë º@¶M¹9´�¶MÃaÄD¸ Ë

ψA(x) = ψA(y)
Ù

÷I¸�»_Åjµq¾ W ½uÀM´=Ü�½~¿lÀM¾�µq¾}»m¸ ´�¶
Ψγ

º=¶·¹D½u´_¼
¾�¾XÞ�Å�¸�Â�º=Ã ¾}¶·ÈX¾�ÈXÃ º�½u½l¾X½ Ë ´�µ
γ
ºfÃ�¸�¶M¾�½l¾}»m¼
¾}¶1¿]Ó1º)È}¸aµqÈ}Å�Ã�º[µ-º=µvÈ_Ó

´@µ�½cÉM¸aµ}º=ÃSº=µvÈ_Ù~Ú�´@¿l¾�¿uÀSº[¿�¿uÀ·¾�Æ�´_Å�¶M¹·º[µvÄ�´ Ë
Ψγ

Ê:½cÀ·´=Ü�¶ ¹M´@¿u¿l¾X¹
¸�¶�¿lÀM¾�Û�»_Å�µv¾[Ø6¸ ½|¸�¶
»�¾}¶·¾qµ}º=ÃM¶·´@¿|ÉSº[µl¿�´ Ë
¿uÀ·¾�µq¾}»m¸�´_¶IÓ_¾}ÁjÈX¾qÉM¿ Ë ´�µ�¿uÀ·¾�ÈXÅjµvÂm¾X¹�Æ�´_Å�¶M¹·º[µvÄ�¸�¶D¿uÀ·¾�È[º@½u¾�´ Ë º"½cÉM¸aµ}º=ÃMº[µqÈ�Ù6Ò�Æ·½l¾qµvÂm¾|¿lÀM¾�Û�Æ�µ}º[¿u¸ ´�¶
´ Ë

Ψγ¹�¾}Û�¶M¾]¹ ÆjÄ
≡
Ù !�º[µu¿v½)Ê:º�Ø�º=¶M¹yÊ�ÆGØ�´ Ë ¿lÀM¾fÛ�»mÅjµq¾fµv¾]ÞmÅM¸aµv¾f¶M´ Ë Å�µu¿lÀM¾}µ�É�µq´�´ Ë Ó�½u´8Ü�¾�È]´�¶M½u¸ ¹�¾}µ|¿lÀM¾"È[º@½u¾"´ Ë

º�½YÉ·¸�µ}º=Ã�º[µqÈ�Ù

γ

Ψγ

Ψγ

γ

(a) (b) (c)

γ

Ψγ

÷I¸a»mÅjµq¾ W �~î�ÀM¾+µv¾X»_¸ ´�¶
Ψγ

Ë ´@µ�¿uÀ·¾f¿uÀ�µv¾]¾+¹�¸��G¾qµq¾}¶1¿�ÈXÅjµvÂm¾�¿YÄmÉ�¾]½

Lemma 4 8 ��� γ : � �R��!"�#
��$
 �&
�� @A�B�21T�	�39.!����)�'��� p �$�39 q >"���H�51T�21"�M�N�213� ����
.�����	��
����)�"�	
������$��� �)
���,
p
�5�
q
7 8 ��� u : ��� !����)�'� ��� γ >V
���� n : ���213�0
)�)�"���3�$
6,+�$
"�(� γ �)� u >"�$�"9R
���� x : ��� !����)�'� ��� n 7�J%1"�	�

ψγ(x) = u
�)�0�$�"9;���*
 �;���

d(x, u) ≤ d(x, q)
7

Proof:
î�ÀM¾ �u´�¶MÃ�Ä�¸ Ë ��¹j¸aµv¾]Èq¿l¸�´_¶D¸ ½-´�ÆjÂ�¸ ´_ÅM½]Óm½l´�º@½l½cÅM¼
¾�¿uÀSº[¿

d(x, u) ≤ d(x, q)
Ù�à Ë

x
¸ ½|´�¶�¿uÀM¾+ÈX´_¶ªÂm¾qÁ

½u¸�¹M¾8´ Ë
γ
¿lÀM¾X¶OÈXÃ ¾]º[µvÃ�ÄK¸�¿�¸ ½"¸�¶

ψγ(x) = u
Ó�½l´
Ü�¾
º=Ã ½l´9º�½u½uÅ�¼
¾�¿uÀSº[¿

x
¸ ½"´�¶y¿lÀM¾DÈX´_¶MÈ[ºXÂ�¾�½u¸ ¹�¾_Ù �ô¾

¹�¾X¶M´�¿l¾�ÆjÄ
C
¿uÀ·¾�È}¸aµqÈ}Ã ¾|¿uÀ�µv´_Å�»mÀ

u
Ü�¸a¿uÀ ÈX¾}¶1¿v¾qµ

x
Ù~Ô�Ä
ù�¶·¾X½l¾qµ=Í ½�î�ÀM¾X´�µv¾X¼KÓ�º@½

q
¸ ½�´_Åj¿l½u¸ ¹�¾|¿lÀM¾�¸�¶1¿v¾qµv¸�´�µ

´ Ë
C
Ó·Ü|¾�Ñª¶M´=Ü ¿uÀSº[¿�¿uÀ·¾�¸�¶1¿l¾}µl¸ ´�µ�´ Ë

C
¸ ½+ÈX´�¶1¿qº=¸�¶M¾]¹
¸�¶K¿lÀM¾"¸�¶1¿v¾qµv¸�´�µ�´ Ë ¿lÀM¾�´m½uÈXÅ�Ã�º[¿u¸�¶M»8ÈX¸aµvÈXÃ�¾"º[¿

u
Ùfà¤¶

ÉSº=µu¿l¸�ÈXÅ�Ã�º[µ=Ój¸a¿f¼
¾[º=¶M½�¿uÀSº[¿
p
¸ ½f´�Å�¿l½u¸�¹M¾

C
ÓGÀM¾X¶MÈX¾�¿uÀ·¾qµq¾�¸ ½fº
È}Ã ´_½l¾X½c¿�É�´�¸�¶1¿�¿v´

x
¸�¶
γ
ÓSÜ�¾�¹M¾}¶·´@¿l¾�¿uÀM¸�½

É�´�¸�¶1¿|ÆjÄ
v
Ù �y¾)Ü�¸aÃ�ÃSÉMµv´=Â�¾�ÆjÄ�È]´�¶1¿uµqº@¹�¸ Èq¿u¸ ´_¶D¿uÀSº[¿

v = u
ÓM½l´ Ë µv´_¼ó¶M´=Ü ´�¶9Ü�¾�º@½u½uÅ�¼
¾

v 6= u
Ù

Õ1¸�¶MÈ]¾
C
¸�½�½u¼�º=Ã�Ã ¾qµI¿lÀ·º=¶�¿uÀ·¾�´_½lÈ}Å�Ã�º[¿l¸�¶�»�ÈX¸�µqÈ}Ã ¾|º[¿

u
Ó@¿lÀM¾qµq¾-¸�½~º�¶M¾X¸a»mÀ1Æ�´@µvÀM´1´1¹

Uε

´ Ë
u
Ü�À·¾qµq¾

γ
¹�´1¾]½

¶M´�¿~¸a¶1¿v¾qµq½u¾]Èq¿'¿uÀ·¾-¸�¶1¿v¾qµv¸�´�µ�´ Ë
C
Ù��ô¾�¹M¾}¶M´�¿l¾�ÆjÄ

γ ′
¿uÀ·¾|ÉG´�µu¿l¸ ´�¶�´ Ë

γ
Æ�¾q¿YÜ�¾X¾X¶

u
º@¶M¹

q
Ó_¸�¶MÈXÃ�ÅM¹j¸�¶M»

q
º=¶·¹

¾qÁjÈXÃaÅ·¹j¸�¶�»�¿uÀM¾�É�´�¸�¶1¿l½I¸�¶
Uε

Ù~÷j´@µ6º=¶ªÄfÉ�´�¸�¶1¿
y ∈ R

2
Ü|¾|¹�¾X¶M´�¿l¾

d1(y) = d(y, u)
º=¶M¹

d2(y) = d(y, γ ′)
Ù

Ô�Ä ��¾}¼D¼�º8øDÜ�¾"À·º]Â�¾
d(x, v) < d(x, u)

Ù+Ô-¾X½u¸ ¹�¾X½]ÓjÆjÄ¦ù�¶M¾]½u¾}µ[Í ½�î�ÀM¾]´@µq¾}¼KÓ
γ \ γ ′

¹M´1¾X½�¶·´@¿�¸�¶1¿v¾qµq½u¾]Èq¿
¿uÀ·¾"¸�¶1¿l¾}µl¸ ´@µ�´ Ë

C
½l´
v
¸ ½�¸�¶

γ ′
Ó·ÀM¾X¶MÈ]¾

d(x, γ ′) = d(x, v)
Ù+à¤¿ Ë ´�Ã�Ã ´=Ü�½�¿lÀ·º[¿

d1(x) > d2(x)
Ù+Ú�´�¿l¾)¿lÀ·º[¿

d1(u) = 0 < d2(u)
Ù-Ô�Ä�ÈX´_¶1¿u¸�¶ªÅ�¸a¿YÄ�´ Ë

d1

º=¶M¹
d2

Ó1¿uÀ·¾qµq¾�¼�ÅM½c¿�Æ�¾fº"É�´�¸�¶1¿
z
¸�¶9½u¾X»_¼
¾}¶1¿

ux
½uÅMÈvÀ
¿lÀ·º[¿

d1(z) = d2(z)
Ù8î�ÀM¾qµq¾ Ë ´�µv¾�¿uÀ·¾�ÈX¸aµvÈXÃ�¾�ÈX¾X¶1¿l¾}µv¾]¹ôº[¿

z
Ü�¸a¿uÀôµ}º@¹j¸�ÅM½

d1(z)
¸ ½+¿vº=¶M»m¾X¶1¿+¿v´

γ
º[¿
u
º=¶M¹

v
Ó

í



ÈX´_¶1¿cµ}º@¹j¸ È}¿u¸�¶�»���¾}¼D¼�º�ø

î�ÀM¾�Ã ¾}¼D¼�º ¾qÁ1ÉMÃ�º=¸�¶·½�Ü�ÀªÄ�½YÉ·¸aµqº=Ã�º[µqÈX½�º=µv¾
½l´¦Ü�¾}Ã�Ãaá:ÆG¾XÀ·º]Âm¾]¹yÅ�¶M¹M¾qµ�³�´�µv´_¶M´_¸�áo¹j¸�º=»_µqº@¼ Ë ´�µl¼�º=¿u¸ ´�¶ ��¿v´
Âm¾}µl¸ Ë Ä�¿uÀM¾)¶·¾]º[µq¾X½c¿�É�´�¸�¶1¿�´�¶ïº�½YÉ·¸aµqº=ÃIº=µvÈ_ÓªÜ|¾"¶·¾X¾]¹�¿v´
ÈX´_¶M½u¸ ¹�¾qµ�´�¶MÃ�Ä
¿uÀ·¾)¶M¾X¸a»mÀ1Æ�´@µvÀM´1´1¹
´ Ë ¿uÀSº[¿�É�´�¸�¶1¿
º=¶·¹
¿lÀM¾"¾}¶·¹ªÉ�´�¸�¶1¿�´ Ë ¿uÀM¾"º[µqÈ�Ù
Lemma 5 8 ��� γ : �L�L��!"��
��$
��&
��R@A�B�21 ���"9�!����)�'�E� p �$�"9 q >A���"9F�.��
.���M�	��
����)�"�	
������	���OG �)
���, p

�(�
q
7

J%1"���
Ψγ

�)���213�0
��(G������ : �����"9O��9 : � �"��
�,+�$
S�A�)� p �$�"9 q �$�"9 : �F�21"� : �S�$�$���5�$
���� q �$�"9 γ 74J%13�0
����	�5�(
�S��! �&
.� ���
Ψγ

>%�213���"�$
6,+�$
S���&
����3�M�	7�J%13�-���	�'�(�(
 �����$��� �.�&�.��
����2�)�OG �	��
��	
������
γ

)�����-���O�E�	��9O�

Ψγ

7

Proof:
÷ª´�µOº É�´�¸�¶1¿

x
´�Åj¿v½c¸ ¹M¾y¿uÀM¾�µv¾X»_¸ ´�¶ Æ�´�ÅM¶M¹M¾X¹±¿uÀSº[¿ôÜ�º]Ä�º@¶M¹�º=¶ªÄ±É�´�¸�¶1¿

u ∈ γ
Ó�¾}¸a¿uÀ·¾qµ

d(x, p) < d(x, u)
´@µ
d(x, q) < d(x, u)

Ó�º=¶M¹ ½u´
ψγ(x)

¸ ½�¶M´@¿D¹�¾}Û�¶M¾]¹�Ù �G¾}¿
¶M´=Ü
x
Æ�¾9ºKÉ�´_¸a¶1¿�¸�¶

¿uÀ·¾�µq¾}»m¸ ´�¶IÓ1º=¶M¹�Ã ¾q¿
C
Æ�¾�¿lÀM¾fÈ}¸aµvÈXÃ ¾�Ü�¸a¿uÀ9ÈX¾}¶1¿v¾qµ

x
º=¶M¹
µqº@¹�¸�ÅM½

d(x, γ)
Ù6à¤¿�¿l´_ÅMÈvÀM¾]½

γ
¸a¶9º)É�´�¸�¶1¿

u
Ù6Ô�Ä

ÈX´_¶M½c¿cµvÅMÈ}¿u¸ ´�¶gÓ
x
Ã�¸ ¾X½�´�¶ ¿lÀM¾)¶M´�µl¼�º@ÃM¿v´

γ
¸�¶
u
Ó·º=¶M¹

d(x, u) ≤ d(x, q)
ÓMº@¶M¹9½u´

x ∈ Ψγ

Ù

Lemma 6 8 ��� γ : � � 
)�)�"�R�$�(GM,+���'�B>4�	��
��.��
��&
I�&
��?>��$
 ��!"�#
��$
��$
��.7�J%13�R�5���3���2����� ψγ

�S�I�$���'�2�)�"�V�U���
���
Ψγ

7

Proof:
�G¾q¿

x ∈ Ψγ

Ó·Ã ¾q¿
u := ψγ(x)

ÓGº=¶M¹9Ã ¾q¿
r := d(x, u)

Ù �ô¾�¹M¾}¶·´@¿l¾fÆjÄ
γ
¿uÀ·¾"Å�¶M¸ ´�¶K´ Ë

γ
º=¶M¹9¸a¿v½

¾}¶·¹ªÉ�´�¸�¶1¿v½XÙ~÷ª´@µ�½l´�¼
¾fº[µuÆ·¸a¿cµ}º[µlÄ
ε > 0

È]´�¶·½c¸ ¹�¾}µ-¿lÀM¾
ε
á:¶·¾}¸�»_À1Æ�´@µvÀM´1´1¹

Uε(u)
º=¶M¹

A := γ \Uε(u)
Ù��G¾q¿

ε
Æ�¾"½cÅ��DÈX¸ ¾}¶1¿uÃ�Ä�½u¼�º=Ã�ÃI½l´�¿uÀ·º=¿

A 6= ∅
Ù|Õ1¸�¶·ÈX¾ Ë ´@µ)º=¶ªÄ

u ′ ∈ A
Ó
d(x, u ′) > r

º=¶·¹9Ì ¸�½�ÈX´�¼8ÉGº@Èq¿[Ó1¿uÀ·¾qµq¾
¸ ½�½u´_¼
¾

δ > 0
½uÅMÈvÀ
¿uÀSº[¿

d(x, u ′) > r + 2δ
ÊlÖ]Ø

Ë ´@µ�º=Ã�Ã
u ′ ∈ A

Ù �G¾}¿
y
Æ�¾ º@¶ªÄOÉG´_¸�¶1¿�¸�¶

Uδ(x)
½l´ï¿uÀ·º=¿

ψγ(y)
¸ ½8¹�¾}Û�¶M¾]¹�Ù Õª¸a¶·ÈX¾�ÆjÄO¿uÀ·¾�¿uµl¸�º=¶M»_Ã ¾

¸�¶M¾]ÞmÅSº=Ã�¸a¿YÄ
d(y, γ) ≤ r+ δ

Ó�º@¶M¹�ÆjÄKÊuÖ]Ø
δ(y, u ′) > r+ δ

Ë ´@µ+º=¶ªÄ
u ′ ∈ A

Óª¸a¿�¼�ÅM½c¿-Æ�¾
ψγ(y) ∈ Uε(u)

Ù
î�À�¸ ½�½uÀM´=Ü�½|¿uÀ·¾)ÈX´�¶1¿l¸�¶ªÅ�¸a¿YÄD´ Ë

ψγ

Ù


+¸�Âm¾X¶ðºKÀSº[µv¼DÃ�¾]½u½�½c¸a¿v¾ È]´�Ã�Ã ¾XÈ}¿u¸ ´�¶
S
º=¶·¹ º¦½u¸a¿l¾

s ∈ S
Ó�Ü�¾9¹�¾qÛM¶M¾�¿uÀM¾ ��èmâXèmé'èmç�âXã ��çYèmé ´ Ë

s
¸�¶

S,
���

(s, S)
º�½ Ë ´�Ã�Ã ´=Ü�½��
���

(s, S) :=

{

x ∈ R
2

∣

∣

∣

∣

¿uÀM¾}µv¾f¸ ½�º�Å�¶�¸ Þ�ÅM¾
p ∈ s

Ü�¸a¿uÀ
d(x, p) =

¼D¸�¶
s ′∈S

d(x, s ′)

}

.

Ú�´�¿l¾'¿uÀ·¾6½uÃa¸�»mÀ1¿M¿YÜ�¸ ½c¿�¸a¶)¿lÀ�¸ ½�¹M¾qÛ�¶M¸�¿l¸ ´�¶IÙ�õ�º�¹)Ü|¾6ÈvÀ·´_½l¾}¶+¿uÀ·¾~½c¸�¼8ÉMÃ ¾}µGÈ]´�¶·¹j¸a¿u¸ ´�¶
�
d(x, s) =

¼D¸�¶
s ′∈S d(x, s

′)
��Ó

¿uÀ·¾}¶
¿uÀ·¾�³~´@µq´�¶·´�¸Mµv¾X»_¸ ´�¶ ´ Ë º�È}Å�µlÂ�¾�Ü�´�ÅMÃ�¹
ÈX´_¶1¿vº=¸�¶D¿lÀM¾+³�´�µv´_¶M´_¸�µq¾}»m¸�´_¶
´ Ë ¸a¿l½�¾}¶·¹ªÉ�´�¸�¶1¿l½]Ù�Ò+Å�µ�¹M¾qÛ�¶M¸aá
¿u¸ ´_¶ïºXÂ�´�¸ ¹�½-¿lÀ·º[¿[Ù|î�À·¾"Å�¶M¸�Þ�Å·¾}¶M¾]½u½�´ Ë

p
½u¾}µlÂ�¾X½�´_¶�Ã�Ä
¿v´D¾qÁjÈ}Ã�Å·¹�¾f¿uÀ·¾"ÈX¾X¶1¿l¾qµf´ Ë º�È}¸aµvÈXÅ�Ã�º[µ�º[µqÈ Ë µv´_¼ó¸a¿l½

³~´@µq´�¶·´�¸Mµv¾X»_¸ ´�¶ôÊ�¿uÀ·¾+ÉG´_¸�¶1¿
p
¸ ½|Å�¶M¸�Þ�Å·¾�¸�¶9º@ÃaÃG´�¿uÀM¾}µ�È]º@½l¾X½]Ó�¿cµv¸aÂ1¸�º=Ã�Ã�ÄD½u´ Ë ´@µ�Ã�¸�¶M¾f½u¾X»_¼
¾}¶1¿v½-º=¶·¹
ÈX¸aµvÈXÅ�Ã�º[µ

º[µqÈX½]Ó�ÆjÄ �G¾X¼D¼�º�ø Ë ´@µ�½cÉM¸aµ}º=Ã�º[µqÈX½vØqÙ
î�ÀM¾ ��èmâXèmé'èmç�ìmçoå	�1â}åmê

V(S)
¸ ½"¹�¾qÛM¶M¾X¹Oº@½f¿lÀM¾D½l¾q¿�´ Ë º=Ã�Ã~³~´@µq´�¶M´_¸'µv¾X»_¸ ´�¶·½����

(s, S)
Ó Ë ´�µ

s ∈ S
Ù

î�ÀM¾�³�´�µv´_¶M´_¸I¹j¸�º=»_µqº=¼ È]º=¶ïº@Ã�½l´�Æ�¾)µq¾qÉ�µq¾X½l¾}¶1¿v¾X¹Kº@½fº �GèmâXèmé'èmç ��â}å
�Iëyº@½ Ë ´�Ã�Ã ´=Ü�½���¿uÀ·¾�Âm¾}µu¿l¸ ÈX¾X½�´ Ë ¿uÀ·¾
»�µ}º[É·ÀKº=µv¾+¿uÀ·¾)É�´�¸�¶1¿l½�¸�¶

R
2
Ü�À�¸ ÈvÀ Æ�¾}Ã ´�¶M»�¿l´�¿uÀ·¾)Æ�´�ÅM¶M¹Mº=µlÄ
´ Ë ¿lÀjµq¾X¾"´�µ�¼
´@µq¾)³�´�µv´_¶M´_¸Sµv¾X»_¸ ´�¶·½XÙ�î�À·¾

¾X¹�»m¾]½"´ Ë ¿uÀM¾8»_µqº=ÉMÀOÈX´@µlµq¾X½cÉG´_¶M¹¦¿l´ ¿uÀ·¾8¼�º[Áª¸�¼�º=Ã6ÈX´_¶�¶M¾]Èq¿v¾X¹O½cÅ�Æ·½l¾q¿v½�Æ�¾XÃ�´_¶�»m¸a¶M»
¿v´ ¿uÀM¾�Æ�´_Å�¶M¹·º[µvÄ¦´ Ë
¾qÁ�º@È}¿uÃ�Ä�¿YÜ�´)³~´@µq´�¶·´�¸1µq¾}»_¸ ´_¶M½]Ù6Ê:à�¶8¿uÀ·¾X½l¾|¿YÜ|´"¹M¾qÛ�¶M¸a¿u¸ ´�¶·½XÓ=¿lÀM¾|Æ�´�ÅM¶M¹Mº=µlÄ�´ Ë º+³~´@µq´�¶·´�¸1µq¾}»_¸ ´_¶�¸ ½6¹�¾}Û�¶M¾]¹
º@È]ÈX´@µq¹j¸�¶M»�¿l´f¿lÀM¾|ÅM½uÅ·º@Ã1¿l´@É�´_Ã�´_»_Ä�´ Ë

R
2
Ó�¾qÁjÈX¾}É�¿6¸ Ë ¿uÀM¾�³~´�µv´_¶M´�¸�µq¾}»m¸�´_¶�¸ ½6º+Ã�¸�¶M¾�½u¾X»_¼
¾X¶1¿]Ó@¸�¶8Ü�À�¸ ÈvÀDÈ]º@½l¾

Ü�¾�È]´�¶·½c¸ ¹�¾}µ+¿lÀ·º[¿"¸a¿l½fÆ�´_Å�¶M¹·º[µvÄ9È]´�¶·½c¸ ½c¿l½)´ Ë ¸�¿v½f¿YÜ|´9¾X¶M¹ªÉ�´_¸a¶1¿v½XÙÿØ �y¾8Ü�¸aÃ�Ã6½uÀM´=Ü ÆG¾XÃ ´=Ü�¿uÀSº[¿"³�´�µv´_¶M´_¸
¾X¹�»m¾]½�º=µv¾)È}Å�µlÂ�¾X½]Ù~î�ÀM¾ Ë º@ÈX¾]½�´ Ë ¿uÀM¾)»_µqº=ÉMÀ
È]´@µlµv¾]½YÉ�´_¶M¹D¿v´�¿uÀM¾)³~´�µv´_¶M´�¸·µq¾}»m¸�´_¶M½]Ù

�ô¾8Ü�¸�Ã�Ã6ÛM¶M¹O¸a¿�ÀM¾XÃ�É Ë Å�Ã�¿v´ µv¾]½Y¿uµl¸ Èq¿�´_Åjµ�º[¿u¿l¾}¶1¿l¸ ´�¶y¿l´ ¿lÀM¾ �YÛM¶�¸a¿l¾���ÉGº[µl¿�´ Ë ¿uÀM¾8³~´�µv´_¶M´�¸6¹�¸�º=»�µ}º=¼KÙ
î�ÀM¾}µv¾ Ë ´@µq¾�Ó=Ü�¾�Ü�¸�Ã�Ãjº@¹�¹8º�Ã�º[µv»m¾�ÈX¸aµvÈXÃ�¾

ω
Ü�¸a¿uÀDÈX¾X¶1¿l¾}µ'¸�¶�¿lÀM¾|´@µv¸�»_¸�¶"¿l´f´�Å�µ�½u¸a¿l¾-ÈX´�Ã�Ã ¾XÈ}¿u¸ ´�¶gÙ�î�ÀM¾�µqº�¹j¸�ÅM½g´ Ë

×



¿uÀM¸ ½�È}¸aµqÈ}Ã ¾�Ü�¸�Ã�Ã�Æ�¾)º@½l½cÅM¼
¾X¹D½l´"Ã�º[µl»�¾�¿uÀSº[¿-¸a¿�ÈX´�¶1¿qº=¸�¶M½�º@ÃaÃ·³~´@µq´�¶·´�¸�Â�¾qµl¿u¸ ÈX¾]½-º=¶·¹ Ë Åjµl¿uÀ·¾qµv¼
´@µq¾|¿uÀ·¾�È}¸aµqÈ}Ã ¾
¸ ½�¶·´@¿+¿uÀM¾X¸aµf¶·¾]º[µq¾X½c¿+½u¸�¿v¾�Ù)î�À�¸ ½+¼
¾]º=¶·½�¿uÀSº[¿)¶M´@¿lÀ�¸�¶�» Ë µq´�¼ ¿lÀM¾�¿l´@É�´_Ã�´_»_¸ È]º@ÃI½Y¿uµlÅ·Èq¿lÅjµq¾�´ Ë ¿lÀM¾�³�´�µv´_¶M´_¸
¹j¸�º=»_µqº@¼ »�¾q¿l½|Ã ´_½c¿�ÆjÄD¸�¶·½u¾}µu¿l¸a¶M»

ω
Ù6Õª´�Ü|¾f´�¶MÃaÄ8ÀSºXÂ�¾�¿v´�È]´�¶M½u¸ ¹�¾}µ�¿uÀ·¾�³~´@µq´�¶·´�¸S¹j¸�º=»_µqº=¼ ¸�¶M½u¸ ¹�¾

ω
º=¶M¹IÓ

ÈX´_¶M½l¾XÞ�ÅM¾X¶1¿uÃ�Ä_Ójº=Ã�ÃG³~´@µq´�¶·´�¸·µq¾}»_¸ ´_¶M½�º[µv¾+Æ�´�ÅM¶M¹M¾X¹�Ù
Ú�¾}Á�¿�Ü�¾)¸�¶ªÂm¾]½Y¿l¸a»1º[¿l¾�¿uÀ·¾f½uÀ·º=ÉG¾)´ Ë ³~´@µq´�¶·´�¸Sµq¾}»_¸ ´_¶M½��

Lemma 7 8 ��� S : � �/13�&
6,I
E�6�	� �	���(� �$��
�
������2�����F�$�39 γ ∈ S
�=����
�����7�J%13�	� ���

(γ, S) ⊆ Ψγ

7�� �$
 �$���
u ∈ γ

>��E1"� ���H���B���$
��	�3�$�R��
����	�
Ku := {x ∈ Ψγ | x ≡ u}

���
u
�)�'�(�(
?�&�����E� ���

(γ, S)
�)� �=�&�	GM,+���'�N@A�B�21

�	�39.!����)�'���
h`(p)

�$�39
hr(p)


#�V�)�OG ���K�?!O!����	�B�5�-�	��9O�6�R���
u
7 J%1"�/���'�(�(
6���$
N!����)�'�E�R�����E1O�S�/�&�	GM,+���'��9*�

�"��� : �	
����OGF�5� ���������21"�	
��"�$
����3���'
��(G������ 7 J%13���5���3���2�����*� h`

�$�39
hr : γ → R

2
9O���O�"��9 �21*�S�P@0�	�T�&
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�$���'�2�)�"�V�U����7

Proof:
à Ë
x ∈

���
(γ, S)

Óg¿lÀM¾X¶O¿uÀM¾}µv¾
¸�½
u ∈ γ

½cÅ·ÈvÀy¿uÀ·º=¿
d(x, u) =

¼D¸�¶
s∈S d(x, s)

Ùïà�¶OÉSº[µl¿u¸ È}ÅMÃ�º[µ
d(x, u) = d(x, γ)

ÓMº=¶·¹
½l´
x ∈ Ψγ

Ù
��¾]È]º=Ã�Ã~¶M´=Ü ¿uÀSº[¿

Ku

¸ ½�º
µqº]Äï´�µ�Ã�¸a¶·¾�Ógº@¶M¹y¶M´�¿l¾�¿uÀSº[¿
Ku ∩

���
(γ, S)

¸ ½"¶·´@¿�¾}¼8ÉM¿YÄ �"¸a¿�È]´�¶1¿vº@¸a¶·½
º[¿"Ã ¾]º@½c¿

u
º=¶·¹yº
½c¼�º@ÃaÃ6½l¾}»m¼
¾}¶1¿�º[µq´�Å�¶·¹¦¸a¿]Ù �|´_¶M½u¸�¹M¾qµ)¶M´=Ü ¿YÜ|´
É�´�¸�¶1¿l½

p, q ∈ Ku ∩
���

(γ, S)
Ó'º=¶·¹

º¦ÉG´_¸�¶1¿
y ∈ Ku

¸�¶ðÆG¾}¿YÜ|¾]¾}¶
p
º@¶M¹

q
Ù �G¾}¿

v
Æ�¾¦º¦ÉG´_¸�¶1¿D´_¶ ⋃

{s ∈ S | s 6= γ}
ÈXÃ�´m½u¾]½Y¿8¿v´

y
Ê
v¾qÁª¸ ½c¿l½8½c¸�¶·ÈX¾ ⋃

{s ∈ S | s 6= γ}
¸�½8È]´�¼8ÉSº�Èq¿vØ}ÙðÕ1¸�¶·ÈX¾

p, q ∈
���

(γ, S)
Ó|Ü|¾ À·º]Â�¾

d(p, u) ≤ d(p, v)º=¶·¹
d(q, u) ≤ d(q, v)

Ù Õª¸a¶·ÈX¾
{x ∈ R

2 | d(x, u) ≤ d(x, v)}
¸�½
ºôÈXÃ ´_½l¾X¹ðÀ·º=Ã Ë á:ÉMÃ�º=¶·¾�Ó~¿lÀ�¸ ½D¸�¼8ÉMÃ�¸ ¾X½

d(y, u) ≤ d(y, v) =
¼D¸a¶

s∈S d(y, s)
Ó�º@¶M¹O½u´

y ∈
���

(γ, S)
Ù
à Ë

y ∈
���

(s, S)
Ë ´�µ�½u´_¼
¾

s ∈ S
Ü�¸�¿lÀ

s 6= γ
ÓM¿uÀ·¾}¶KÜ�¾�È[º=¶¦ÈvÀM´1´_½l¾

v ∈ s
º=¶M¹9ÀSº]Âm¾

d(y, s) = d(y, u)
Ù�î�ÀM¾X¶K¿uÀ·¾)ÆM¸ ½l¾XÈ}¿l´@µ�´ Ë

u
º=¶·¹

v
¸ ½�¿uÀ·¾

Ã�¸�¶M¾
pq
Óªº=¶M¹
½l´

v = u
Ójº)ÈX´�¶1¿uµqº�¹j¸ Èq¿l¸�´_¶IÙIà¤¿ Ë ´�Ã�Ã ´=Ü�½�¿uÀSº[¿

Ku ∩
���

(γ, S)
¸ ½-º"½l¾}»m¼
¾}¶1¿[Ómº=¶M¹
¸�¿v½�¸�¶1¿v¾qµv¸�´�µ

É�´�¸�¶1¿l½�¹M´�¶·´@¿�Ã�¸ ¾�¸�¶¦º=¶ªÄ�´�¿uÀM¾}µ�³�´�µv´_¶M´_¸Sµv¾X»_¸ ´�¶gÙ
Õ1Å�É�É�´_½l¾|¶M´=Ü ¿uÀ·º=¿

h`

¸ ½�¶M´@¿�È]´�¶1¿l¸a¶ªÅ·´�Å·½XÙ�î�À·¾}¶8¿uÀ·¾qµq¾�¾qÁª¸ ½Y¿v½�º)½l¾XÞ�ÅM¾X¶MÈX¾�´ Ë É�´_¸a¶1¿v½�¸�¶
γ
ÈX´�¶ªÂ�¾qµv»_¸�¶�»

¿l´
u ∈ γ

Ü�ÀM´_½l¾
h`

á:Â�º=Ã�Å·¾X½�¹�´ô¶M´@¿DÈX´_¶ªÂm¾}µl»�¾D¿l´
h`(p)

Ù¬Õ1¸�¶MÈ]¾ ���
(γ, S)

¸ ½�Æ�´�Å�¶·¹�¾]¹�Ó'¿uÀ·¾qµq¾ ¾}Áª¸�½c¿l½
º9½uÅjÆ·½l¾XÞ�Å·¾}¶MÈ]¾DÈX´_¶ªÂm¾qµv»_¸�¶M»�¿v´¦½u´_¼
¾

w 6= h`(u)
ÙOÔ�¾]È]º=Å·½u¾D´ Ë ¿uÀM¾�ÈX´�¶1¿l¸�¶ªÅ�¸a¿YÄï´ Ë

ψγ

Ó
w
Ã�¸ ¾X½�´_¶�¿uÀ·¾

½c¿cµ}º=¸�»_À1¿)Ãa¸�¶·¾�¿lÀjµq´�ÅM»_À
u
º=¶M¹

h`(u)
Ù9Õ1¸�¶MÈ]¾

∂V
¸�½�È}Ã ´_½l¾X¹IÓ

w ∈ ∂V
Ù�î�À�¸ ½)¸ ½�º ÈX´_¶1¿cµ}º@¹j¸ Èq¿l¸ ´�¶K¿v´ ¿uÀM¾

º[Æ�´=Âm¾_Ù

�ô¾"½uÅ�¼D¼�º=µl¸�ß]¾�¸�¼8ÉG´�µu¿qº=¶1¿�¿v´@É�´�Ã ´_»_¸ È]º=ÃMÉ�µq´@É�¾}µu¿l¸�¾]½-´ Ë ³~´�µv´_¶M´�¸G¹�¸ º@»�µ}º=¼
½6¸�¶ ¿uÀ·¾ Ë ´�Ã�Ã ´=Ü�¸a¶M»"¿uÀ·¾X´�µv¾X¼ �

Theorem 8 8 ��� S : �-� 13�&
�,I
��6�	� �(�B�(�-����
)
��$���2�����%7
� �
	KJ%13�����O�����<���%�213���"�$
����"���U
��	GM����� �0�$�����	
6� �E1"���)�'�5�	
����$
 ���

ω
> �$�"9 �"���"�$
����3���U
��(G��E���L�S� ��,R!A���U7

� ���
	�� ��

R ⊂ S

���"9
s ∈ R

@0�N1"����� ���
(s, S) ⊆

���
(s, R)

7
� ���)�
	 J%1"���)�'�5�(
?�$�$���E����� ���0� @0���'��
����"��� 
��	GM����� ��
)�����-���T�E1"� : �����39O�&
	� ��� : �M�21%7
� ����	F���'��
����"����
��(G��E��� ���

(s, S)
�S�=�(�),R!'
#� �$���O�3�$���(�$9H>0�B�$
R!����)�'���	�B�5��� �B�/�S� ������� ���5�&
��E�(13��!��$9

�)
���,
s
7

� ��	KJ%13� : �����"9O�$
(�=��� �����51��"�$
����3�����S
��(G������ ���
(s, S)

�S�A�����$
�9O�����5����
.���A��� �$�B!��O�)�
s
�S���$� �	�"9�!����)�'�

@A1"�(
��-�$�����(
��$
��.��
.���6��,+�����	7��E�K�E1O�S�P�����$�L�213���"�$
����3�����D
��	GM�����;,I��GM1'� : �R�L
��)�3�-�$�(GM,+���'���$
 �213�!����)�'� �B�E�$�	
)�57
� ���
	F�����T�D
6� !"
������ �	���(���-9*���O�3���-��� ,+�����4� @����"�$
����3���A���(
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Proof:
Ê�¸�Ø
Õ1¸�¶·ÈX¾�¿uÀM¾�Å�¶M¸�´_¶�´ Ë º=Ã�Ã�½u¸a¿l¾]½�¸ ½8º¦ÈX´_¼8ÉSº@È}¿�½l¾q¿]Ó Ë ´@µ�º=¶ªÄyÉ�´�¸�¶1¿

x ∈ ω
¿uÀ·¾�¼D¸�¶�¸�¼�Å�¼

¹j¸ ½Y¿qº=¶MÈ]¾�¿l´9¿lÀ·º[¿�ÅM¶�¸ ´�¶O¸ ½�º�½u½uÅ�¼
¾]¹�Óg½l´
x
Ã�¸ ¾X½�¸a¶ ½u´_¼
¾8³�´�µv´_¶M´_¸~µv¾X»_¸ ´�¶gÙ
Ì�¶ªÄO³~´@µq´�¶·´�¸�µq¾}»m¸�´_¶

ÈX´�¶1¿qº=¸�¶M½�¿uÀ·¾f½u¸a¿l¾f¸a¿l½l¾}Ã Ë º@¶M¹
¿uÀ·¾qµq¾ Ë ´@µq¾+¸�½�¶·´@¿�¾}¼8ÉM¿YÄ_Ù
Ê¤¸�¸�Ø �G¾q¿

s ∈ R ⊂ S
Ó)º=¶·¹­Ã ¾q¿

x ∈
���

(s, S)
Ù î�À�¸ ½
¼
¾]º=¶·½D¿lÀ·º[¿ ¿uÀ·¾qµq¾¦¸ ½KºyÉ�´�¸�¶1¿

p ∈ s
Ü�¸�¿lÀ

d(x, p) ≤ d(x, s)
Ë ´@µ+º@ÃaÃ

x ∈ S
Ù �-Ã�¾[º[µvÃaÄ8¿lÀ�¸ ½�¸�¼8ÉMÃ�¸ ¾X½

x ∈
���

(s, R)
Ù

�



Ê�¸a¸�¸�Ø �G¾q¿
x ∈

���
(s, S)∩

���
(t, S)

Ù~î�ÀM¾}µv¾�¼�ÅM½c¿~Æ�¾�É�´�¸�¶1¿l½
u ∈ s

Ó
v ∈ t

Ã�Ä1¸�¶�»�´_¶8¿uÀM¾�¼�º[Áª¸a¼�º@Ã�¾}¼8ÉM¿YÄ
È}¸aµvÈXÃ ¾�º[µv´_Å�¶·¹

x
Ù+Ô�Ä �G¾}¼D¼�º
×Dº@¶ªÄ�É�´�¸�¶1¿�¸�¶K¿lÀM¾�¸�¶1¿v¾qµv¸�´�µ�´ Ë ¿uÀ·¾"Ã�¸�¶M¾�½l¾}»m¼
¾}¶1¿l½

xu
º=¶M¹

xv
Ã�¸ ¾X½

¸a¶ ���
(s, S) \

���
(t, S)

º@¶M¹ ���
(t, S) \

���
(s, S)

Ó�µv¾]½YÉ�¾XÈ}¿u¸�Âm¾XÃ�Ä_Ù-î�ÀM¸ ½�½cÀ·´=Ü�½�¿uÀSº[¿
x
Ã�¸ ¾X½�´_¶9¿uÀ·¾

ÆG´_Å�¶·¹Mº[µvÄD´ Ë Æ�´�¿uÀIÙ
Ê¤¸�ÂjØK÷�¸aµq½Y¿�º@½l½cÅM¼
¾�¿lÀ·º[¿

s
¸ ½�º�È}ÅjµvÂm¾_Ù���¾q¿

α
Æ�¾"½l´�¼
¾fÈ}Ã ´_½l¾X¹
È}ÅjµvÂm¾fÜ�¸a¿uÀM¸�¶ ���

(s, S)
Ù��G¾q¿

q
Æ�¾f½l´�¼
¾

º[µuÆ·¸a¿cµ}º[µlÄ�É�´�¸�¶1¿f½uÅjµlµv´_Å�¶·¹�¾X¹
ÆjÄ
α
º@¶M¹¦Ã ¾}¿

K := {x ∈
���

(s, S) | x ≡ q}
Ù
K
¸a¶1¿v¾qµq½u¾]Èq¿v½

α
¸�¶yº=¿

Ã�¾[º@½c¿+¿YÜ�´
ÉG´_¸�¶1¿l½
a, b ∈

���
(s, S)

½cÅ�µuµq´�ÅM¶M¹j¸�¶M»
q
Ó~º=¶M¹y½l´

q ∈
���

(s, S)
ÆjÄ �G¾X¼D¼�º ×ªÙDÕª¸a¶·ÈX¾

¿uÀ�¸ ½|ÀM´_Ã ¹�½ Ë ´@µ+º=¶ªÄ8É�´�¸�¶1¿
q
¸�¶ ¿uÀ·¾�µq¾}»m¸ ´�¶
¾X¶MÈX¸�µqÈ}Ã ¾]¹8ÆjÄ

α
Ó
α
¸ ½|Ü�¸a¿uÀ�¸�¶ ���

(s, S)
ÈX´_¶1¿cµ}º@Èq¿l¸aÆMÃ ¾�¿l´

º"É�´�¸�¶1¿[Ù�Õ1¸�¶·ÈX¾+¿uÀM¸�½�À·´�Ã ¹�½ Ë ´@µ+º@¶ªÄ
α
Ó ���

(s, S)
¸ ½�½c¸�¼8É·ÃaÄ
È]´�¶M¶M¾XÈ}¿l¾]¹�Ù

Ú�´=Ü º@½u½uÅ�¼
¾�¿lÀ·º[¿
s
¸ ½�º
É�´_¸a¶1¿�º@¶M¹

p ∈ VR(s, S)
Ù	�G¾q¿

p ′
Æ�¾�º É�´�¸�¶1¿�¸�¶�¿lÀM¾D¸�¶1¿l¾}µl¸ ´�µ�´ Ë ¿uÀ·¾

½u¾X»_¼
¾}¶1¿
ps
Ù��ô¾"¹M¾}¶·´@¿l¾�ÆjÄ

C
Ê�µq¾X½cÉgÙ

C ′
Ø-¿lÀM¾)È}¸aµqÈ}Ã ¾�È]¾}¶1¿v¾qµq¾X¹
º=¿

p
Ê�µq¾X½cÉgÙ

p ′
Ø-¿uÀjµq´�ÅM»_À

s
Ù�Õ1¸�¶MÈ]¾

¿uÀM¾f¸�¶1¿l¾}µl¸ ´�µ�´ Ë
C
¹M´1¾X½�¶M´�¿�¸a¶1¿v¾qµq½u¾]Èq¿�º=¶ªÄ�½u¸a¿l¾�Ó1¿lÀM¾"½vº=¼
¾+¸�½|¿uµlÅ·¾ Ë ´@µ

C ′
ÓjÀ·¾}¶MÈ]¾

q ∈ VR(s, S)
Ù

Ê�ÂjØ �G¾q¿
s
Æ�¾�ºfÈ}Å�µlÂ�¾�Ómº=¶·¹�È]´�¶·½c¸ ¹�¾}µg¿lÀM¾ Ë ÅM¶MÈq¿l¸ ´�¶M½

h`, hr : s 7→ ∂
���

(x, S)
¹M¾qÛ�¶·¾X¹�¸�¶ �G¾}¼D¼�º)×1Ù��ô¾

À·º]Âm¾
h`(x) ≡ hr(x) ≡ x

Ù6Ô6Ä�Ã�¾X¼D¼�º@½-í�º=¶M¹9×"Ü�¾�Ñ1¶·´=Ü¬¿uÀSº[¿
h`

º=¶·¹
hr

º[µq¾�ÀM´_¼
¾X´_¼
´@µlÉMÀ�¸ ½u¼
½XÙ
î�ÀªÅM½I¿uÀM¾|¸�¼�º=»�¾X½

A := h`(s)
º@¶M¹

B := hr(s)
º=µv¾|½c¸�¼8É·Ã�¾|º[µqÈX½]Ù'÷ª´�µ~È]´�¶1¿l¸a¶ªÅM¸a¿YÄ+µq¾]º�½u´_¶M½G¿lÀM¾X¸�µ6¾X¶M¹ªá

ÉG´_¸�¶1¿l½~ÀSºXÂ�¾|¿uÀ·¾�¾}¶·¹ªÉ�´�¸�¶1¿v½
p, q

´ Ë
s
º@½�ÈXÃ�´m½u¾]½Y¿�ÉG´_¸�¶1¿l½]ÙgÌ�Ãa¿l´_»m¾}¿uÀM¾}µ[Ó_¿uÀ·¾�Æ�´�ÅM¶M¹Mº=µlÄ�´ Ë

∂
���

(s, S)ÈX´�¶·½c¸ ½c¿l½f´ Ë
A,B

º=¶·¹ô¿YÜ|´K½l¾}»m¼
¾}¶1¿l½
I, J
Ê¤¿uÀ·º=¿�¼�ºXÄô¹�¾}»�¾}¶·¾qµ}º[¿l¾�¿l´¦º
½c¸�¶M»_Ã ¾�É�´_¸a¶1¿qØ�´ Ë ¿lÀM¾8¶·´@µlá

¼�º=Ã ½6¿lÀjµq´�Å�»mÀ
p, q
Ójµv¾]½YÉ�¾XÈ}¿u¸�Âm¾XÃ�Ä Ê:½u¾]¾�÷�¸�»mÅjµq¾ �_Ø}Ù�Õ1¸�¶MÈ]¾

I, A, J, B
º=µv¾+ÉSº@¸�µvÜ�¸ ½u¾�¶M´_¶já3¸a¶1¿v¾qµq½u¾]Èq¿l¸a¶M»�Ó

p

q

I

J

A

B

s

÷I¸�»_Å�µv¾ � �~³~´@µq´�¶·´�¸·µq¾}»_¸ ´_¶ ���
(s, S)

¿uÀM¾X¸aµ)È]´�¶MÈ[º[¿l¾X¶·º[¿l¸ ´�¶ Ë ´@µv¼
½fº��@´�µv¹·º=¶ïÈ}Å�µlÂ�¾�Ù�à Ë
s
¸ ½fº�È}¸aµqÈ}Å�Ã�º[µf½u¾X»_¼
¾}¶1¿+¿uÀ·¾}¶ô´_¶M¾�´ Ë

A,B
¼�º]Ä

¹�¾}»�¾}¶·¾qµ}º[¿l¾8¿v´�ºï½u¸�¶�»_Ã ¾8É�´_¸a¶1¿[Ó~¿uÀ·¾9ÈX¾}¶1¿v¾qµ
´ Ë
s
Ù Õ1¸�¼D¸�Ã º=µ�¿v¾XÈvÀ�¶M¸ ÞmÅ·¾X½�É�µq´=Âm¾
¿uÀM¾9½c¿vº[¿v¾}¼
¾X¶1¿]Ó6¸ Ë

s

b)

s

a)

÷�¸�»mÅjµq¾fí ����¾}»�¾}¶·¾qµ}º[¿l¾+³~´@µq´�¶M´_¸aá3È]¾}Ã�Ã ½

s
¸ ½�º=¶�¸ ½u´_Ã�º[¿l¾]¹¦É�´�¸�¶1¿�´@µ�º@¶�¾}¶M¹jÉ�´�¸�¶1¿)´ Ë º
ÈXÅjµvÂm¾_Ù à Ë ½u¾XÂm¾qµ}º=Ã6ÈXÅjµvÂm¾X½"½uÀ·º=µv¾

s
º@½�º=¶�¾}¶M¹jÉ�´�¸�¶1¿

���
(s, S)

¼�º]Ä¦¹M¾}»m¾X¶M¾}µqº[¿v¾"¿v´ º�Ã�¸a¶·¾�½l¾}»m¼
¾}¶1¿�Êo÷I¸a»mÅjµq¾�ímº�ØcØf´@µ�ÇYÅ·½Y¿
s
¸a¿l½l¾}Ã Ë Êo÷�¸�»mÅjµq¾�í=ÆGØcØ}Ù�î�À·¾

�



Ë ´@µv¼
¾qµ|ÉMÀM¾X¶M´_¼
¾}¶M´_¶�´1ÈXÈXÅjµq½�Ü�À·¾}¶ ¿uÀ·¾fÈXÃ ´_½l¾X¹
ÀSº=Ã Ë á3½cÉSº�ÈX¾X½6Æ�¾}Äm´_¶M¹�¿uÀ·¾+¶·´@µv¼�º=Ã ½�´ Ë ¿uÀ·´_½l¾+ÈXÅjµvÂm¾]½
¸a¶
s
¸�¶1¿l¾}µv½l¾XÈ}¿�´_¶�Ã�ÄD¸�¶¦º�½c¿cµ}º=¸�»_À1¿�Ã�¸a¶·¾�Ó�¿uÀ·¾)Ã�º[¿c¿v¾qµ�Ü�ÀM¾X¶9¿uÀM¾XÄ
¸�¶1¿l¾}µv½l¾XÈ}¿�´_¶�Ã�Ä
¸�¶

s
¸a¿v½u¾XÃ Ë Ù

Ê¤Â1¸�Ø Ì�½u½uÅ�¼
¾�¿uÀ�µv¾]¾�½c¸a¿v¾X½
s1, s2, s3 ∈ S

¹�¾}Û�¶M¾-¿uÀ�µv¾]¾�³~´@µq´�¶M´_¸1Âm¾qµl¿u¸ È]¾X½
v1, v2, v3

Ù~à Ë ���
(si, S)

¸ ½6º�Ã�¸a¶·¾
½u¾X»_¼
¾}¶1¿~¿lÀM¾X¶IÓ�ÆjÄ8´�Å�µ|¹M¾qÛ�¶M¸�¿l¸ ´�¶IÓ_¸�¿v½~Æ�´�ÅM¶M¹·º[µlÄ�ÈX´�¶·½c¸ ½c¿l½6´ Ë ´�¶MÃaÄ�¿YÜ|´�Âm¾}µu¿l¸�È]¾X½]ÓmÈ]´�¶1¿cµ}º@¹�¸�È}¿u¸ ´�¶gÙIà¤¿
Ë ´�Ã�Ã ´=Ü�½ Ë µv´_¼ñÊ�ÂjØ~¿lÀ·º[¿-¾[º@ÈvÀ ���

(si, S)
¸ ½~Æ�´�ÅM¶M¹M¾X¹�ÆjÄDº �@´@µq¹Mº@¶
È}ÅjµvÂm¾_Ù~÷j´@µ�¾]º@ÈvÀ8ÉGº=¸aµ

(si, vj)
Ü�¾

È]º=¶ ¹ªµ}ºXÜ º)ÉSº=¿uÀ
È]´�¶M¶M¾XÈ}¿u¸�¶�»
si
¿l´
vj

¸�¶
¿uÀM¾+¸�¶1¿l¾}µl¸ ´@µ�´ Ë ���
(si, S)

Ój½l´�¿uÀM¾]½u¾�ÉSº=¿uÀM½�º[µq¾+¹�¸ ½¤Çc´_¸�¶1¿]Ù
Ô6Å�¿|¿lÀ·º[¿�¸ ½�º�ÉMÃ�º=¶Sº[µ�¾X¼�Æ�¾]¹�¹j¸�¶M»�´ Ë

K3,3

ÓMº�È]´�¶1¿uµqº@¹�¸ Èq¿u¸ ´_¶IÙ

î�ÀM¾]´@µq¾}¼ �jÊ¤¸�ÂjØ~¸�¼8É·Ãa¸ ¾]½I¿lÀ·º[¿-¿uÀ·¾�¾X¹�»m¾X½�´ Ë ¿uÀ·¾�³~´@µq´�¶M´_¸j»�µ}º[É·ÀDº=µv¾�¸�¶M¹M¾X¾]¹8Ü|¾XÃaÃaáo¹�¾}Û�¶M¾]¹8º@¶M¹
º[µq¾�È}Å�µlÂ�¾X½]Ù
÷I¸�¶·º=Ã�Ã�Ä_Ó1Ü�¾fÈ]´�¶·½c¸ ¹�¾}µ-¿lÀM¾"È]´�¼8ÉMÃ ¾}Á1¸a¿YÄD´ Ë ¿uÀM¸ ½�³�´�µv´_¶M´_¸·»_µqº=ÉMÀIÙ
Theorem 9
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E�����E�E���
S
���
n
�(�B�(��� � �"�M�4�������'�2�)�HG;�21"� �U�H�(�(
 �	��
��	
��

ω
	�7-J%1"�

�"�$
����3���"GM
��6!'1
V(S)

�S�R�-!'
��$�3�&
R�����*�"�$���5��9 G�
���!'1 @A�B�E1
n + 1

�B�������?>����0,+�.�$�
3n − 3

�$9MGO�6�6>��$�39F���
,+�����

2n − 2
���(
.�2���$�6��7

Proof:
Ý6º@ÈvÀ Ë º@È]¾f´ Ë ¿lÀM¾)»_µqº[É·À�¸ ½�º�³~´@µq´�¶M´_¸·µv¾X»_¸ ´�¶gÓªº@¶M¹
¿uÀ·¾qµq¾)º=µv¾

n
´ Ë ¿lÀM´_½l¾�Ù6Ì�ÃaÃI³�´�µv´_¶M´_¸Sµv¾X»_¸ ´�¶·½

º[µq¾+½u¸�¼8ÉMÃ�ÄDÈX´_¶�¶M¾]Èq¿v¾X¹�Ó1½l´
V(S)

¸�½�È]´�¶�¶·¾XÈ}¿l¾X¹IÙ���¾q¿
v
º@¶M¹

e
¹�¾X¶M´�¿l¾�¿uÀM¾+¶ªÅ�¼�Æ�¾qµ�´ Ë Â�¾qµl¿u¸ ÈX¾]½�º=¶M¹
¾X¹j»�¾X½

´ Ë ¿uÀ·¾�»_µqº=ÉMÀIÙ�Ô6Äy¹�¾qÛM¶�¸a¿u¸ ´�¶gÓ�º
³~´@µq´�¶·´�¸�Âm¾}µu¿v¾qÁïÀSº@½)¹�¾X»�µq¾X¾8º[¿"Ã�¾[º@½c¿+¿lÀjµq¾X¾�Ó�½l´
2e ≥ 3v

ÙDÔ�ÄyÝ~Å�Ã ¾qµ=Í ½
Ë ´@µv¼�Å�Ã�º1Ó=Ü|¾|ÀSºXÂ�¾

2 = n+1−e+v ≤ n+1−e+2e/3
Ójº=¶·¹�½l´

e ≤ 3n−3
Ù~î�ÀSº[¿'¸�¼8ÉMÃ�¸ ¾X½

v ≤ 2n−2
Ù

5 Randomized incremental construction

î�ÀM¾�³~´@µq´�¶M´_¸g¹�¸ º@»�µ}º=¼ ´ Ë È}Å�µlÂ�¾X¹¦´�ÆMÇc¾]Èq¿v½�¹�´1¾]½�¶M´�¿+Û�¿f¸�¶1¿l´D¿uÀM¾ Ë µ}º=¼
¾}Ü�´@µlÑ9´ Ë º[Æ·½c¿cµ}º@È}¿�³~´@µq´�¶M´_¸'¹�¸�º[á
»�µ}º=¼
½6ÆjÄ
ù�Ã ¾X¸a¶
¾q¿�º=Ã3Ù·ÎaÖXø=ÐIº=¶·¹�È[º=¶�¶·´@¿�Æ�¾+ÈX´�¼8É·Åj¿v¾X¹DÜ�¸a¿uÀ
¿uÀ·¾}¸aµ|µqº=¶·¹�´_¼D¸aß[¾X¹8¸�¶MÈ}µv¾X¼
¾}¶1¿qº=ÃMº=Ã�»m´�µl¸a¿lÀ�¼KÙ
î�ÀM¾Dµv¾[º@½u´_¶ Ë ´@µ�¿uÀ�¸ ½�¸�½�¿uÀSº[¿�¿lÀM¾}Ä�º@½l½cÅM¼
¾�¿uÀSº[¿�¿lÀM¾8Æ·¸�½l¾XÈ}¿l´�µ�´ Ë º=¶ªÄôÉSº@¸�µ�´ Ë ½c¸a¿v¾X½�¸ ½8º=¶�Å�¶1Æ�´_Å�¶M¹M¾X¹
½u¸a¼8É·Ã ¾�ÈXÅjµvÂm¾�Ù
Ý�Â�¾}¶ Ë ´@µ8ºDÉ�´�¸�¶1¿�º=¶M¹�º
È}¸aµqÈ}Å�Ã�º[µ�º[µqÈ�ÓG¿lÀ�¸ ½)¸ ½"¶M´ Ã ´�¶M»m¾}µ+¿uµlÅ·¾ �f¿uÀ·¾�ÆM¸ ½u¾]Èq¿v´@µ�È]º=¶yÆ�¾Dº
È}Ã ´m½u¾]¹
ÈXÅjµvÂm¾)º@½�¸�¶¦÷I¸�»_Å�µv¾�Ö�Ù
à Ë ÓªÀM´=Ü�¾}Â�¾qµ=Ó_¿lÀM¾f´@ÆMÇu¾XÈq¿v½ Ë ´�µl¼ º"À·º=µl¼DÃ ¾X½l½�½u¸a¿l¾fÈX´_ÃaÃ ¾]Èq¿u¸ ´_¶IÓ�¿lÀ�¸ ½�½c¸a¿lÅ·º[¿l¸�´_¶�È]º@¶
Æ�¾+µv¾X¼
¾X¹j¸ ¾]¹�Ù'à�¶
¿uÀ·¾

Ë ´�Ã�Ã ´=Ü�¸�¶�» Ü|¾�¹�¾}¼
´_¶M½c¿cµ}º[¿l¾�ÀM´=Ü ¿l´KÈ]´�¼8É·Åj¿l¾�¿lÀM¾D³~´@µq´�¶·´�¸6¹�¸ º@»�µ}º=¼ ´ Ë º
À·º=µl¼DÃ ¾X½l½)½c¸a¿v¾DÈX´�Ã�Ã ¾XÈ}¿u¸ ´�¶y¸�¶
¿u¸�¼
¾

O(n
Ã ´_»
n)
Å·½c¸�¶M» º8Ñª¸�¶M¹y´ Ë µqº@¶M¹�´_¼D¸�ß]¾X¹9¸�¶·Èqµq¾}¼
¾}¶1¿qº=Ã~º=Ã�»m´@µv¸a¿uÀM¼KÓ�ÆGº@½u¾]¹ï´_¶ï¿lÀM¾ Ë µqº@¼
¾}Ü�´@µlÑK½l¾q¿

ÆjÄ �-Ã�º[µlÑª½l´�¶yº=¶M¹yÕ1ÀM´�µ8Î �[Ð3Ógò
Å�Ã�¼�ÅMÃ ¾}Ä�Î�Ö
�[Ð3ÓIº=¶M¹yÔ�´_¸�½l½l´�¶�¶Sº[¿�¾q¿�º=Ã3Ù�Î ø�Ð:Ù��y¾�À·º]Âm¾�¿l´
¼�º[Ñ�¾�½cÅ�µv¾�¿uÀ·º=¿
¹jÅ�µl¸�¶M»)¿uÀM¾)º=Ã�»m´�µl¸a¿lÀ�¼ Ü�À�¸ ÈvÀ�ÈX´_¶M½c¿cµvÅMÈ}¿l½~¿lÀM¾+³~´@µq´�¶M´_¸M¹�¸ º@»�µ}º=¼ ÆjÄD¸�¶·½u¾}µu¿l¸a¶M»)¿uÀ·¾�½u¸�¿v¾X½�´�¶·¾�ÆjÄ
´�¶·¾�Óm¿uÀ·¾
¸�¶1¿l¾}µl¼
¾]¹j¸�º[¿l¾-½u¾}¿�´ Ë ½c¸a¿v¾X½�¸ ½6º=Ã�Ü�º]Äª½6º�À·º[µv¼DÃ ¾X½l½g½u¸a¿l¾�ÈX´_Ã�Ã�¾]Èq¿l¸�´_¶IÓ[¿uÀSº[¿6¸ ½'¿uÀSº[¿6¶M´)È}Å�µlÂ�¾|¸�½�¸�¶·½u¾}µu¿v¾X¹�ÆG¾ Ë ´@µq¾
Æ�´@¿lÀ9´ Ë ¸a¿l½�¾}¶M¹jÉ�´�¸�¶1¿l½�º[µq¾�Ù
î�ÀM¾}µv¾ Ë ´@µq¾�ÓMÜ|¾�ÈX´_¼8ÉMÅj¿v¾)¿uÀ·¾�³~´�µv´_¶M´�¸'¹j¸�º=»_µqº=¼ ´ Ë º8À·º[µv¼DÃ ¾X½l½�½u¸�¿v¾�È]´�Ã�Ã ¾XÈq¿l¸ ´�¶

S
¸�¶ï¿YÜ|´
½Y¿qº=»m¾]½XÙ"à�¶

¿uÀ·¾"Ûjµq½c¿)½c¿vº=»�¾�Ó·Ü|¾�ÈX´_¼8ÉMÅ�¿l¾f¿uÀ·¾�³~´�µv´_¶M´�¸'¹j¸�º=»_µqº=¼ ´ Ë
n
É�´_¸a¶1¿v½

P ∪ Q
Ù"õ�¾qµq¾

P ⊂ S
¸�½�¿uÀ·¾�½l¾q¿)´ Ë º=Ã�Ã

�Sèmç�éIä �}ç3äcã��XÙ
Q
¸ ½�´@Æ�¿qº=¸�¶M¾]¹DÆjÄ
½l¾}Ã ¾XÈ}¿u¸�¶�» Ë ´�µ�¾]º@ÈvÀ9È}Å�µlÂ�¾�½u¸�¿v¾

s ∈ S
º)É�´�¸�¶1¿

qs

¸�¶�¿lÀM¾�µv¾XÃ º=¿u¸�Âm¾�¸a¶1¿v¾qµv¸ ´@µ
´ Ë
s
Ù
î�ÀM¾�É�´�¸�¶1¿l½+¸�¶

Q
½u¾}µlÂ�¾�º@½
�cÉMÃ�º@ÈX¾XÀM´_Ã�¹M¾qµq½�� Ë ´�µ"¿uÀM¾�È}Å�µlÂ�¾X½+¿uÀ·¾}Äï½c¿l¾X¼ Ë µq´�¼KÙ�à�¶y¿uÀ·¾8½u¾]ÈX´�¶·¹ï½c¿vº=»�¾

¿uÀ·¾8È}ÅjµvÂm¾�½u¸�¿v¾X½"º[µq¾Dº@¹�¹M¾X¹ï´_¶M¾�ÆjÄï´�¶·¾�¸�¶ôµqº@¶M¹�´_¼ ´@µq¹�¾}µ[Ù�î�ÀM¾�µv¾}ÉMÃ�º@ÈX¾X¼
¾}¶1¿+´ Ë ¿lÀM¾�ÉMÃ�º@È]¾}ÀM´_Ã ¹�¾qµq½�ÆjÄ
¿uÀ·¾"º@Èq¿lÅ·º=ÃIÈXÅjµvÂm¾]½-¸ ½�¼�º@¹M¾+¾[º@½uÄDÆjÄ
¿lÀM¾ Ë º@Èq¿�¿lÀ·º[¿�Ü�¾�º=Ãaµv¾[º@¹jÄ8Ñª¶·´=Ü Ü�ÀM¾}µv¾+¿v´�¸�¶·½u¾}µu¿�º�¶M¾}Ü ½c¸a¿v¾

s
Ù

�ô¾
Ü�¸�Ã�Ã�¶M¾X¾]¹�¿v´ïµq¾qÉMµv¾]½u¾X¶1¿�¿uÀ·¾�³~´�µv´_¶M´�¸�¹j¸�º=»_µqº@¼
V(R)

´ Ë ºï½cÅ�Æ·½l¾q¿
R ⊂ S ∪ Q

Ù�î�ÀM¸ ½�È[º=¶�Æ�¾
¹�´_¶M¾�ÅM½u¸a¶M»yº=¶ªÄ�½c¿vº=¶·¹Mº[µq¹�½c¿cµvÅMÈ}¿uÅjµq¾ Ë ´�µ8ÉMÃ�º=¶·º=µ�½uÅjÆ�¹j¸�Â1¸ ½c¸ ´�¶·½XÓ�½uÅMÈvÀðº�½�¿lÀM¾9¹�´_ÅjÆMÃ�Ä�áoÈX´�¶M¶M¾]Èq¿l¾]¹O¾X¹j»�¾
Ã�¸ ½Y¿�ÎaÖ W Ó·Ö �=Ð3Ù6à�¶8¿uÀM¾�Ûjµv½c¿-½c¿vº=»�¾�´ Ë ¿uÀ·¾�º=Ã�»m´�µl¸a¿lÀ�¼KÓ=Ü|¾�½c¸�¼8ÉMÃ�Ä�È]´�¼8É·Åj¿l¾|¿lÀM¾�³~´@µq´�¶·´�¸�¹�¸�º=»�µ}º=¼

V(P∪Q)
Ù

î�À�¸ ½6È[º=¶DÆ�¾�¹M´�¶·¾�ÅM½u¸a¶M»�º=¶ªÄ�¾ �
È}¸ ¾}¶1¿|º@Ãa»�´@µv¸a¿uÀ�¼ Ë ´@µ�¿lÀM¾+ÈX´�¶·½Y¿uµlÅ·Èq¿l¸�´_¶�´ Ë ³~´@µq´�¶M´_¸�¹j¸�º=»_µqº@¼
½�º@¶M¹8¿qº[Ñ�¾]½
¿u¸�¼
¾

O(n
Ã�´_»
n)
Ù

Ö[ú



Ì�½'¹j¸ ½lÈ}ÅM½l½l¾X¹f¸�¶�Õª¾XÈ}¿u¸ ´�¶�øjÓ=Ü|¾|º@¹�¹�º�Ã�º[µl»�¾~È}¸aµqÈ}Ã ¾
ω
¿l´+´�Å�µ'½u¸�¿v¾6ÈX´_Ã�Ã�¾]Èq¿l¸�´_¶

S
Ù�à Ë ¶·¾XÈ]¾X½l½lº[µvÄ_Ó]¿uÀM¸ ½IÈ}¸aµqÈ}Ã ¾

À·º�½|¿l´�Æ�¾)À·º=¶·¹jÃ ¾X¹ ½uÄ�¼�Æ�´�Ã�¸ È]º=Ã�Ã�Ä_Ù�Ì Ë ¿v¾qµ+È]´�¼8ÉMÅ�¿u¸�¶�»
V(P ∪Q)

ÓjÜ�¾�º@¹M¹
ω
¿v´D´@Æ�¿qº=¸�¶

V(P ∪Q ∪ {ω})
Ù

î�À�¸ ½�È]º@¶
Æ�¾"¹M´�¶M¾+¸�¶ ¿u¸�¼
¾
O(n)

Ù
�G¾}¿f¶·´=Ü

s1, s2, . . . , sm
ÓSÆ�¾�ºDµqº@¶M¹�´_¼óÉ�¾}µl¼�Åj¿qº[¿u¸ ´�¶K´ Ë ¿uÀ·¾�È}Å�µlÂ�¾�½u¸a¿l¾X½+¸�¶

S
Ù �G¾}¿

qr

¹�¾X¶M´@¿v¾
qsr

Ó
¿uÀ·¾8É�´�¸�¶1¿"¸�¶O¿uÀM¾
¸a¶1¿v¾qµv¸ ´@µ�´ Ë

sr
Ü|¾8ÀSº@¹�ÈvÀM´m½u¾X¶IÙ �y¾
ÈX´_¶M½u¸ ¹�¾qµ)¿lÀM¾
½u¸a¿l¾X½

sr
¸�¶O¿uÀM¸ ½�´@µq¹�¾}µ[Ù9à¤¶�¾XÂm¾}µlÄ

½c¿l¾qÉ�´ Ë ¿uÀ·¾8º@Ãa»�´@µv¸a¿uÀ�¼KÓ·Ü�¾�ÀSº]Âm¾�¿l´
µv¾}ÉMÃ�º@È]¾�º8É�´_¸a¶1¿"½u¸�¿v¾
qr

¸�¶ô¿uÀM¾8ÈXÅjµlµv¾X¶1¿+³~´@µq´�¶·´�¸�¹j¸�º=»�µ}º=¼
V(P ∪

{ω, s1, . . . , sr−1, qr, . . . , qm})
ÆjÄô¿uÀ·¾DÈ}ÅjµvÂm¾D½u¸a¿l¾

sr
¿l´K´�Æ�¿vº@¸a¶

V(P ∪ {ω, s1, . . . , sr, qr+1, . . . , qm})
Ù

�G¾}¿]Í ½�Ã ´�´�Ñ º[¿�¿uÀM¸ ½�¸a¶9¼
´�µv¾f¹�¾}¿vº=¸�Ã3Ù
÷ª´�µ�Æ�µq¾}Â1¸a¿YÄ_Ó�Ã ¾q¿

s := sr
Ó~Ã ¾q¿

q := qs = qr

Ó~Ã ¾}¿
R := P ∪ {s1, . . . , sr−1, qr, qr+1, . . . , qm}

Ó6º=¶·¹
Ã ¾q¿
R ′ := P ∪ {s1, . . . , sr−1, sr, qr+1, . . . , qm}

Ù�Ô�Ä î�À·¾X´�µv¾X¼ �jÓj¿uÀM¾�³�´�µv´_¶M´_¸Sµv¾X»_¸ ´�¶ ���
(s, R ′)

´ Ë
s
¸�½

ºD½u¸�¼8ÉMÃ�Ä
È]´�¶�¶·¾XÈ}¿l¾X¹Kµv¾X»_¸ ´�¶9Ü�ÀM´m½u¾�Æ�´�Å�¶·¹Mº[µvÄ�¸ ½fºDÈ}Ã ´_½l¾X¹ ��´@µq¹Mº=¶�á3ÈXÅjµvÂm¾�Ê�µq¾XÈ[º=Ã�ÃI¿lÀ·º[¿
s
¸ ½�¶M´@¿"º�É�´�¸�¶1¿

½u¸�¿v¾]Ø}Ù�îg´�´@Æ�¿qº=¸�¶
V(R ′)

Ë µq´�¼
V(R)

¼
¾]º=¶·½�¿l´
µv¾X¼
´=Âm¾f¿uÀ·¾)É�´@µl¿u¸ ´�¶
I
´ Ë
V(R)

¿uÀSº[¿�Ã�¸ ¾X½�¸�¶ ���
(s, R ′)

Ó
º=¶·¹
¿v´
º@¹�¹�¿uÀ·¾fÆG´_Å�¶·¹Mº[µvÄD´ Ë ���

(s, R ′)
Ù��y¾fÛjµv½c¿�É�µq´=Âm¾)º�Ã�¾X¼D¼�º1Ù

Lemma 10
J%1"���D���O�	
����5�����

I
� �21"��!��$
.�2�����F���

V(R)
�E1"���%
)�������)� ���

(s, R ′)
	-�����'�(�$�)�*���E1"� : �U���"9*�&
	���� ���

(q, R)
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(q, R)
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(s, R ′)
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Proof:
Õ1¸�¶MÈ]¾

q
Ã�¸ ¾X½�´�¶

s
Ó|È}Ã ¾]º[µvÃ�Ä ���

(q, R)
¸ ½�È]´�¼8ÉMÃ ¾}¿l¾}Ã�ÄOÈX´�¶1¿qº=¸�¶M¾]¹�¸�¶ ���

(s, R ′)
Ó|º=¶M¹�ÀM¾}¶·ÈX¾

IÈX´_¶1¿vº=¸�¶·½�¿lÀM¾|Æ�´�ÅM¶M¹Mº=µlÄ"´ Ë ���
(q, R)

Ù6à Ë
I
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